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1. L'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

A. Expérience aléatoire

On dit d’'une expérience qu’elle est aléatoire lorsqu’elle vérifie trois conditions :
* On connait tous les résultats possibles de I'expérience

* Le résultat n’est pas prévisible

* On peut reproduire plusieurs fois I'expérience dans les mémes conditions

Exemples :
* Onlance un dé a six faces et on regarde le nombre de points inscrits sur la face du dessus

* On lance une piece de monnaie et on regarde la face supérieure



1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

B. Univers
L'univers est 'ensemble de toutes les issues possibles d’'une expérience aléatoire. Il est souvent noté Q.

Une issue est un élément w € Q

Exemple :
* 0={1,2;3;4,5,6}
O ={pile; face}



1. L'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

C. Evénement

Un évenement est un résultat possible d’'une expérience aléatoire. Dans le cas ou l'univers Q est fini, on peut associer de maniere unique
un évenement A a une partie (ou sous-ensemble) de Q.

Exemple :

e " Obtenir un numéro impair ». La partie (ou sous-ensemble) associée est A ={1;3;5}

* "Obtenir face". La partie (ou sous-ensemble) associée est A = {f ace}



1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

D. Evénement élémentaire, certain, impossible

Un événement est dit :
e éléementaire lorsque la partie associée est réduite a un élément

Exemple : "Obtenir 5" est un évenement élémentaire

e certain s'il est toujours réalisé (c’est alors Q). Sa probabilité est égale a 1

Exemple : "Obtenir pile ou face" est un évenement certain, associé a la partie Q.

e impossible s’il n’est jamais réalisé (c’est alors @). Sa probabilité est égale a 0

Exemple : " Obtenir pile et face « est un évenement impossible, associé a la partie @



1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

E. Evénement contraire

Soit w € Q. On dit que w réalise 'évenement contraire de A, si et seulement si, w ne réalise pas A. On note A I'évenement contraire de
A. La partie A associée est la partie constitué de tous les éléments de Q qui ne sont pas dans A. Autrement dit, A = Q\ A.

Exemple :

* Soit A I'évéenement "obtenir face". La partie associée est A ={face}.

L’événement contraire est A : "obtenir pile". La partie associée est A = {pile}.

e Soit A I'évenement "obtenir un nombre pair". La partie associée est A = {2;4;6}.

’événement contraire est A : "obtenir un nombre impair". La partie associée est A={1;3;5}.



1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

F. 'événement A implique I'événement B
On dit que I'évenement A implique I'évenement B si la réalisation de 'évenement A implique celle de I'évenement B. En terme
ensembliste, cela signifie :

A impligue B &= A c B.

Exemple : Considérons l'expérience aléatoire suivante : on lance un dé a 6 faces deux fois de suite. Soient :

A : "faire un 6 au premier lancé"

B : "faire au moins un 6".



1. L'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

G. L'évenement A ou B

On dit que I'éveénement A ou B est réalisé, si et seulement si, au moins I'un des deux évenements A ou B est réalisé.
La partie associée est AUB.

Exemple : On reprend I'expérience précédente. Soient :

A : "faire un 3 au premier lancé"

B : "faire un 5 au deuxieme lancé"

Les parties associées sont :

A=1{(3;1); (3;2); (3;3); (3;4); (3;5); (3;6)}

B ={(1;5); (2;5); (3;5); (4;5); (5;5); (6;5)}

L'évenement A ou B est "faire un 3 au premier lancé ou un 5 au deuxieme lancé" et la partie associée est :

AUB ={(3;1); (3;2); (3;3); (3;4); (3;5); (3;6); (1,5); (2;5); (4;5); (5;5); (6;5)}.
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1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

H. U'événement A et B
On dit que I'évenement A et B est réalisé, si et seulement si, les deux évenements A et B sont réalisés.

La partie associée est ANB.

Exemple : Reprenons I'exemple précédent.
L'évenement A et B est "faire un 3 au premier lancé et un 5 au deuxieme lancé"

La partie associée est : ANB ={(3,5)}
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1. 'expérience aléatoire : le cadre probabiliste

I. Les évenements A et B sont incompatibles
On dit que deux évenements A et B sont incompatibles si I'évenement A et B est impossible.

Autrement dit, les éveénements A et B sont incompatibles si les parties A et B associées vérifient AnNB =@

Exemple : On reprend I'expérience des exemples précédents. Soient
A : "faire un 3 au premier lancé"

B : "faire un 5 au premier lancé"

On vérifie alors facilement que les deux parties A et B associées vérifient ANB = . Les événements A et B sont donc incompatibles.
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

A. Définition de la probabilité

On lance un dé a 6 faces, on peut considérer I'événement A suivant :
 A:« On obtient un nombre supérieur ou égal a 3. »

 Lunivers Q ={1;2;3;4;5;6}

* L'événement A est constitué desissues: « 3 », « 4 », « 5» et « 6 ».

* Quelles sont les chances que I'événement A se réalise ?

* Pour évaluer, les chances que cet événement A se réalise, on peut effectuer un calcul de probabilité :

* Cet événement possede 4 issues possibles sur 6 issues en tout. Il a donc 4 chances sur 6 de se réaliser.

. I . L 4 N2 4 2
* On dit que la probabilité que cet événement se réalise est de 4 sur 6 que I'on peut noter Zoumeéme - car —=c.



2. Calcul d’une probabilité élémentaire

Application

Calculer les probabilités des événements suivants :

-
1) Tomber sur le nombre 5 en langant un dé a 6 faces. n@

2) Obtenir une boule rouge en piochant au hasard une boule dans une urne contenant 3 boules blanches et 7 boules rouges. |§.\

3) La roue ci-contre s’arréte sur un secteur rouge
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

Solution

1) Cet événement possede 1 issue possible favorable (le « 5 ») sur 6 issues en tout. Il a donc 1 chance sur 6 de se réaliser.

La probabilité de tomber sur le nombre 5 en lancant un dé a 6 faces est donc égale a p

2) Cet événement possede 7 issues possibles favorables (7 boules rouges) sur 10 issues en tout (7+3=10 boules). Il a donc 7 chances

sur 10 de se réaliser. La probabilité d’obtenir une boule verte est donc égale a o0

3) Cet événement possede 4 issues possibles favorables (4 secteurs rouges) sur 14 issues en tout (14 secteurs). Il a donc 4 chances sur

7 . ope 7 . 7 N 4 2
14 de se réaliser. La probabilité d’obtenir un secteur rouge est donc égale a i
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

. Définition de la probabilité

La probabilité d’'un évenement est un nombre compris entre 0 et 1 qui exprime « la chance qu’a un événement de se produire ».
P(Q) =1

P(A) s’appelle la probabilité de I'évenement A

Une probabilité est par définition a valeurs dans [0;1], ainsi, pour tout évenement A, on a:

0<P(A)<1

On vérifiera donc systématiquement que le résultat d’un calcul de probabilité est un nombre compris entre O et 1.
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

B. Propositions en probabilités
Soient A,B deux évenements. Alors :
P(A) = 1-P(A)

P(@)=0

Si A C B, alors P(A) < P(B).
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

C. U'équiprobabilité

Deux évenements A et B sont dis équiprobables si ils ont la méme probabilité, c’est-a-dire si P(A) = P(B). On dit qu’il y a équiprobabilité
lorsque tous les évenements élémentaires sont équiprobables.

On suppose que l'on est en situation d’équiprobabilité. Alors :

1
* Pourtoutw € Q, P({w}) = ~ ou n = card(Q)

card(4) _nombre de cas favorables
card(Q)  nombre de cas total

* PourtoutA€P(Q),ona:P(A)=
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

C. U'équiprobabilité

Exemple :

On considere I'expérience aléatoire suivante :

On lance un dé a six faces et on regarde le nombre inscrit sur la face du dessus
Soit E 'évenement : « La face du dessus est un nombre inférieur ou égal a 2»
Quelle est la probabilité que I'évenement E se réalise ?

Solution :

Nombre d’issues favorables a E = 2

En effet, pour avoir un nombre inférieur ou égal a 2, il faut obtenir un 2 ou un 1.

Le dé a 6 faces. Le nombre d’issues total est donc =6

Ainsi P(E) = 2 - %

o 7 ’ \ ’ . 1 . . . 7 . V4 \
La probabilité que I'évenement E se réalise est de 3 Il y a donc une chance sur trois d’obtenir un nombre inférieur ou égal a 2
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

D. Dénombrement pour le calcule de la probabilité
Exemple :

On considere I'expérience aléatoire suivante :

e On tire une carte dans un jeu de 32 cartes

e Soit E I'événement : « On tire un as »

* Quelle est la probabilité que I'événement E se réalise ?

Solution

Il a 32 issues possibles car il existe 32 facon différentes de tirer une carte

* L'événement E possede 4 issues possibles : As de cceur, as de carreau, as de trefle et as de pique

nombre de cas favorables
nombre de cas total

P(E) =

e s e L , . 4 1
La probabilité que I'événement E se réalise est donc égale a : P(E) = 2°%

20



2. Calcul d’une probabilité élémentaire

E. Calcul de probabilité dans le cas de non équiprobabilité
Exemple :
Un dé est truqué pour que le 6 apparaisse deux fois plus souvent que les autres

faces qui, elles, ont toutes la méme probabilité de tomber. Calculer P({4;5;6}).

Solution :

 Lesnombres 1, 2, 3, 4, et 5 ayant la méme probabilité de tomber. On note p la probabilité d’obtenir ces nombres
* Le 6 apparait deux fois plus souvent que les autres faces. la probabilité d’obtenir 6 est donc égal a 2p

* Donc p+p+p+p+p+2p =1 (événement certain)

* Soit7p=1o0uencorep= %

* P({4;5;6}) = %+%+ ZX% =§



2. Calcul d’une probabilité élémentaire

F. Calcul de probabilité a I'aide d’un tableau a double entrée

Exemple :

On tire, deux fois de suite et avec remise, une boule dans une urne contenant une boule bleue et deux boules rouges.
Déterminer la probabilité de :

a) Tirer deux boules rouges

b) Tirer au moins une boule rouge

Ter

On réalise un tableau a double entrée présentant en ligne nzrigteirage @ 0|0

et en colonne les issues possibles pour chaque tirage : ® .. Q. Q.
® % %|%
© %%/




2. Calcul d’une probabilité élémentaire

F. Calcul de probabilité a I'aide d’un tableau a double entrée

Exemple : N ® 0|0
a) On compte 9 issues en tout et 4 issues favorables a I'événement « Tirer successivement deux boules rouges ». ® o o
© "o @ @
4 R —
eley 7 . 7 T .
Donc la probabilité de tirer deux boules rouges est égale a 5 ) O|OO OO'
@ |0_©
© el @ @
b) 'événement contraire de « Tirer au moins une boule rouge » est « Tirer aucune boule rouge ». |, droe ol ol @
On compte 9 issues en tout et 1 issue favorable a 'événement « Tirer aucune boule rouge ». ® .. Q. Q.
1
Donc la probabilité de tirer aucune boule rouge est égale a : - ®@ 0 _ 0
9 © e @ @
Donc la probabilité de tirer au moins une boule rouge est égalea: 1 5=3 @) o o @
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

G. Calcul de probabilité d’une expérience a deux épreuves a l’'aide un arbre des possibles

Exemple :
On lance deux fois de suite une piece de monnaie. Il s’agit d’'une expérience aléatoire a deux épreuves.

Soit E 'événement : « On obtient au moins une fois la face Pile »

Calculer P(E) en utilisant un arbre des possibles.

Bilan
Solution : 2e lancer P (P;P)
On construit un arbre des possibles présentant les résultats possibles aux deux épreuves de I'expérience. ter lancer
* Le 1°" niveau de I'arbre correspond les issues du 1¢" lancer (1¢ épreuve) P F (°:F)
* Le 22 niveau de I'arbre correspond les issues du 2¢ lancer (2° épreuve)
* Oncompte 4 issues entout:(P;P),(P;F), (F;P)et(F;F) . P (F: P)
* L'événement E possede 3 issues: (P;P), (P; F)et (F;P)
* La probabilité que I'événement E se réalise est donc égale a z F (F:F)

Il y a donc trois chances sur quatre d’obtenir au moins une fois « PILE » lorsqu’on lance deux fois de suite une piéce de monnaie
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

G. Calcul de probabilité d’une a I'aide d’un tableau

Exemple :

Dans un groupe de TD de 25 étudiants, 14 étudiants pratiquent l'italien, 10 étudiants pratiquent l'allemand et 3 étudiants pratiquent les
deux.

Quelle est la probabilité qu’un étudiant choisi au hasard ne pratique aucune des deux langues ?

/ [ | Total
A 3 7 10
A 11 4 15

Total | 14 11 25

cyey s ) , . . . . 4
Probabilité qu’un étudiant choisi au hasard ne pratique aucune des deux langues = i 16%
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

H. Calcul de probabilité : la formule de probabilité d’une réunion
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)

Formule du crible de Poincaré

Si A,B et C sont trois évenements quelconques, alors :

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)-P(ANnB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

Pour un nombre fini d’évenements, il suffit de suivre le schéma de la formule précédente :
e a chaque ligne, on change de signe
* a chaque ligne, on considére des probabilités d’intersections regroupant un évenement de plus

Exemple : Ecrire la formule du crible pour 4 événements. On a :

P(AUBUC UD) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D)-P(ANB)-P(ANC)-P(AND)-P(BNC)-P(BND)-P(C ND)+P(ANBNC)+ P(BNC ND)+P(ANCND)+P(ANBND)-P(ANBNC ND)
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

H. Calcul de probabilité : la formule de probabilité d’une réunion

Exemple :
On lance un dé a six faces et on regarde le nombre de points inscrits sur la face du dessus. On considere les événements suivants :

A : « On obtient un nombre impair »
B : « On obtient un multiple de 3 »
Calculer la probabilité de I'événement A U B.

Solution :
1

+ P(A)=ZetP(B)===2

L . : : 1
* AN B estl'événement élémentaire : « On obtient un 3 », donc: P(A N B) = A

* L'événement A U B a donc pour probabilité : P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)
1 1

6
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2. Calcul d’une probabilité élémentaire

l. Calcul de la probabilité des évenements incompatibles
On dit que deux événements A et B sont incompatibles si A N B = @.

Si deux événements A et B sont incompatibles alors P(A U B) = P(4) + P(B).

Exemple :
On considere I'expérience aléatoire suivante :

On tire une carte dans un jeu de 32 cartes a jouer. On considere les événements suivants :

A : « On tire un valet »

B : « On tire un roi »

e Calculer la probabilité de 'événement « tirer un valet ou un roi »
Solution :

* Les deux événements A et B sont incompatibles, en effet ANB=0

* On en déduit que la probabilité de I'événement « Tirer un valet ou un roi » est égale a :

P(AUB) = P(A) + P(B) =§+§=%
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