Chapitre 1

Espace vectoriel et application
linéaire

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Rappel : Groupes, anneaux et corps

Soit G un ensemble et + une loi sur cet ensemble. + est une application
de G x G — G quia (z,y) € Gx G associe le point z 4y de G.

Définition (G,+) est appelé un groupe si et seulement si :

(1) La loi est associative : ¥ (z,y,2) E GXGxGona:z+ (y+z) =
(z+y)+2

(i1) Ezistence de l’¢lément neutre : 0g € G tel que Yz € G on a :
Og+z=2+0g==z

(11i) Ezistence d’un élément inverse : Yz € G, Jy € G tel que z+y = Og
(y est généralement noté -z).

(G,+) est un groupe abélien ou groupe commutatif si (G,+) est un groupe
et sl est de plus commutatif

(iv) Groupe commutatif V(z,y) € Gx G :z+y=y+z

On considére maintenant un ensemble A muni de deux lois + et *.

Définition (A,+,%) est un anneau si et seulement si :

(i) (A,+) est un groupe commutatif ayant pour élément neutre un élément
noté 0.

(ii) * est une loi associative.

(111) La loi * est distributive & droite et & gauche sur la loi +.

Ainsiax (b+c)=axb+axcet (a+b)xc=axc+bxc

9
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(v) * admet un élément neutre noté 1.
On dit qu’un anneau est commutatif lorsque la loi * est commutative.

Définition Soit G wn ensemble muni d’une loi . On dit que a € G est un
élément absorbant pour G si et seulement si :Vr € G raxrx=2x*xa=a

Proposition Soit A un anneau commutatif alors O est un élément absorbant
pour la loi *.

Définition (K,+,*) est un corps (resp. commutatif) si et seulement si :
(1) (K,+,%*) est un anneau (resp. commutatif ).
(i) Tout élément distinct de 0 admet un inverse pour la log *.

Exemple Soit Z ’ensemble des entiers naturels positifs et négatifs.
(Z,+) est un groupe.
(Z,+,%) est un anneau commutatif.
Soit Q ’ensemble des nombres rationnels.
(Q,+) est un groupe.
(Q,+, *) est un corps commutatif.
Soit R ’ensemble des nombres réels.
(R, +) est un groupe.
(R, +, %) est un corps commutatif.
Soit C l’ensemble des nombres complezes.
(C,+) est un groupe.
(C, +, %) est un corps commutatif.

1.1.2 Espaces vectoriels

Soit E un ensemble et (K, +,*) un corps. Considérons que E est muni de
deux lois :

Une loi interne & : { ExE-—-+E

(X, V)— XY
KxE—FE

Une loi externe . : { (A, X) — AX

Définition E muni de ces deuz lois est un K-espace vectortiel si et seule-
ment st

(E,S) est un groupe commutatif

(1) Associativité

(2) Ezistence d’un élément neutre

(8) Existence de [’opposé
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(4) Commutativité

Et si la loi externe vérifie :

(5) Distributivité a gauche de . sur & : V(X,Y) € E X E,VA € K
AXBY)=AXa\Y

(6) Distributivité & droite de . sur + : VX € E.N(\,u) € K x K
A+p) X = X0uX

(7) Associativité de . : VX € ENV(A\p) € KX KA (uX)=A*p).X

(8) Elément neutre : VX €e E:1.X =X

Remarque :

Les éléments de K sont souvent appelés les scalaires.

Enfin, ceci est implicite dans cette définition mais on doit avoir la stabilité
pour la loi interne (i.e. V(X,Y) € EXE: X@®Y € E) et pour la loi externe
VML X)eKxE:\X €E).

Proposition On a les propriétés suivantes :
1.Vz e FE, Og.x = 0g
2.V e I(, MN0g=0g
8. VAEK,Vz e E,—(A\z)=(-N).z2= X (—2z)
4. Yz e E,VA€EK, Nz =0 < [A=0xg ouz=0g

(A prouver en exercice)
Exemples :
a) R™ avec les propriétés usuelles d’addition de vecteurs et de multiplica-

tion par un scalaire. Ainsi R® muni des deux lois suivantes
/

z z z -+
Dliv|el|ly |=|v+y
z z z+ 2
T AT
ALy | —| Ay
z Az

R™ est un R-espace vectoriel.

b) Soit X un ensemble quelconque non vide. Soit E wn K espace vectoriel.
L’ensemble F' (X, E) des applications de X dans E est un K espace vectoriel
pour les lois définies ainsi

feg:zw f(z)+g(z)

2) A fz= A f(2)

Ainsi F(R™,R™); F ([a,8] ,R) ou encore F' (N, R) sont des R-espaces vec-
toriels.
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Définition Soit £ un K espace vectoriel et F' un sous-ensemble non vide
de E : F C F, alors F est un sous-espace vectoriel de E st F' muni des
lois internes et externes restreintes sur ' a la structure d’espace vectoriel.

Proposition Soit ' C E une partie non vide ot E est un K espace vecto-
riel. On a équivalence entre :

(i) F est un sous-espace vectoriel

(1))V(X,Y)EFXFVYAeK: X+YeFetAXE€EF

(1)) V(X,Y) e Fx FY\p) e Kx K: AX +pY eF

Cette proposition nous indique qu’il est nécessaire et suffisant de montrer
que F est stable par combinaison linéaire pour montrer que c’est un sous-
espace de E. En particulier on peut remarquer qu’on doit toujours avoir
0 eF.

Exemples de sous espaces-vectoriels de R3?

Proposition Soit F; une famille de sous-espaces vectoriels alors F' =) F;
i
est ausst un sous espace vectoriel.
Remarque :

L’union de deux sous espace vectoriel n’est en général pas un sous espace
vectoriel & moins que 'un soit inclus dans 'autre.

Définition U est une combinaison linéaire des vecteurs Vi, Vo, ...,V st U

D
peut s’écrire U = > oy.V; o oy € K

=1

Proposition L’ensemble des combinaisons linéaires de p vecteurs de E est
un sous-espace vectoriel de E.

Définition On appelle somme des sous espaces vectoriels Fy, Fy, ...Fy Uen-
semble défint par :

Vect (LU FPU ..U Fp)-
11 est facile de montrer que
D
F1+...+Fp={x€E|3xi€Fi:x= Z:cz}

1=1

Définition La somme de sous espaces I, Fy, ... F, est dite directe st tout
vecteur X de la somme se décompose de fagon unique sur cette somme. On
note alors F1© ... ® F,
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Remarque :
Deux sous espaces sont en somme directe si et seulement si leur intersec-
tion est nulle. Le critére est par contre plus complexe pour plus de deux sous

espaces (exemple : il faut que Vi : F;() | D_ F; | ={0&}).
i

Définition On dit que deuz sous espaces vectoriels sont supplémentaires
st leur somme directe recouvre ’espace E tout entier.

(Exemple graphique)

1.2 Famille libre et liée de vecteur

Soit E un K espace vectoriel et Vi, Vs, ..., V, des vecteurs de E.

Définition p vecteurs de E sont dits linéairement dépendants s’il existe

p —
» scalaires ay, o, ..., a, non tous nuls tels que > ;. V; = 0
i=1

On dit aussi que la famille de vecteurs V1, V5, ..., V, est liée.

Définition p vecteurs de E sont dits linéairement indépendants ssi :

P —
Zozi.V}:O:>Oz1=a2=...=afp=O
=1

On dit aussi que la famille de vecteurs V1, V3, ..., V, est libre.
Exemple :

{)

et -1 forment-ils une famille libre ou liée ?
3

W o =

1.2.1 Base d'un espace vectoriel

Définition On ditEgue la famille de vecteurs V1, Vs, ..., V, est génératrice
sst tout vecteur de F peut s’écrire comme combinaison linéaire de ces vec-

teurs : VX € B Joy...ap tel que X =5 o,V

=1

P
> ;. V; est appelé une décomposition de X.

=1
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Remarque :
Si p vecteurs engendrent E, alors la famille de vecteurs composée de ces p
vecteurs plus n’importe quel vecteur engendre aussi E.

Exemple :

( % > et < 1 > forment-ils une famille génératrice?

e

Définition On dit que la famille de vecteurs Vi, V3, ..., V, est une base de
E si cette famille est libre et génératrice.

Proposition On a éguivalence entre :
(1) La famille de vecteurs V1, V5, ..., V, est une base.
(1) Tout vecteur se décompose de maniére unigue sur Vi, Va, ..., V.

(Preuve a faire)

Exemple :
1 0 0
Pour R?, on peut prendre 0 ;1 1]);10
0 0 1
x
Ainsi un vecteur | y | s'écrit :
Z
x 1 0 0
y | =2 0 | +y 1 ]+z= 0
z 0 0 1

Cette base est appelée la base canonique.

Proposition (Théoréme de la base incompléte)

Soient p vecteurs V1, Va, ..., Vp qui engendrent E. Si ¢ d’entre euz forment umne
famille libre, alors il existe une base de E qui contient les q vecteurs et qui
est incluse dans l’ensemble des vecteurs V1, V5, ..., V.

(Explication...)
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1.2.2 Dimension d’un espace vectoriel

Nous nous intéressons dans ce cours aux espaces vectoriels de dimension
dnie. On dit qu'un espace est de dimension finie quand il existe un nombre
fini de générateurs de E.

Remarque :L’ensemble des polynoémes de degré quelconque forme un es-
pace de quelle dimension ?

Proposition Soit B un espace vectoriel, alors toute base de E contient le
méme nombre de vecteurs.

Le fait que le nombre de vecteurs de base est indépendant de la base
choisie nous ameéne a la définition suivante...

Définition On appelle dimenstion de l’espace vectoriel E le nombre de
vecteurs de base .

Définition Soit F' un sous-espace de E, on appelle base de F' une famille
de vecteur de F' qui est libre et qui est génératrice de F' tout entier.

On peut en déduire plusieurs conséquences

Soit F un espace vectoriel de dimension n alors :

— n vecteurs indépendants de E sont forcément générateurs et forment
donc une base de E.

— n vecteurs générateurs de F sont forcément libres et forment donc une
base de F.

— Tout sous-espace vectoriel de E est de dimension p < n.

1.2.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition Le rang d’une famille de p vecteurs est le plus grand nombre
de vecteurs de la famille qui sont linéairement indépendants.

Nous pouvons alors vérifier plusieurs propriétés sur le rang :

— Soit p vecteurs, alors leur rang est inférieur ou égal a p.

— Dans m espace de dimension n, le rang est inférieur ou égal a n.

— Le rang de p vecteurs est égal & la dimension du sous-espace vectoriel
qu’il engendre.

Exemple :
Quel est le rang de la famille suivante
1 1 1
1|0 2 )51 3

1 1 0
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1.3 Application linéaire

Définition Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur le méme corps K.
Alors u : E — F est une application linéaire si et seulement si :
V(X Y)EE?: u(X+Y)=u(X)+u(Y)

(W) V(, X) e K x E:u(aX)=cau(X)

Proposition w : E — F' est une application linéaire si et seulement si
V(e,f) e Kx K etV(X,Y) e E?:
u(aX + 8Y) =au (X)+ pu(Y)

(Preuve & faire)

Remarque :

En particulier une condition nécessaire pour que u soit linéaire est que
=\

u (0 E|) = OF.
Exercice

Montrez que I'image de p vecteurs linéairement dépendants de £ par une ap-

plication linéaire constitue une famille de p vecteurs linéairement dépendants
de F.

Définition On note L (E,F) l’ensemble des applications linéaires de E
dans F.

Siu € L(E,F) est bijective on dit que u est un isomorphisme de E
dans F.

Siu e L(E,E)=L(FE) on dit que u est un endomorphisme de E.
Un endomorphisme qui est bijectif est un automorphisme de E.

Enfin une application linéaire de £ dans K est appelée forme linéaire sur
E.

Proposition Soit E et F' deuz espaces vectoriels de dimensions finies alors
L(E,F) est un K-espace vectoriel de dimension égale d dim E * dim F.

1.3.1 Image et rang d’une application linéaire

Définition On appelle tmage de u la partie de l’ensemble d’arrivée F' qui
est composée des images de vecteurs de F.

Im@u) =u(F) ={u(X) |X € E}
Imu)={Y e FI3X € E telgueu(X) =Y}
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Proposition L7mage de u est un sous-espace vectoriel de F.

(Preuve a faire)
Définition Le rang de u est la dimension de l’image de u : Rang (u) =
dim (Imu)

Pour calculer facilement le rang, il suffit de calculer le rang de la famille

de vecteurs formée par les images d’une base.

Exemple :
Calculez le rang de I’application linéaire suivante :

U(iﬁ,y) = (x+y~x_y>-’l7)

Proposition
u est surjective si et seulement si Rang (u) = dim F'

(Preuve & faire)

Remarquons que, pour quune application puisse étre surjective, il faut
que dim ' < dim F. Cette condition est nécessaire mais certainement pas
suffisante.

1.3.2 Noyau d’une application linéaire

Définition Le noyau d’une application linéaire noté Ker u est [’ensemble
de vecteurs de E dont ['tmage est le vecteur nul de F' :

Keru ={X€E]u(X)=—0>}

Proposition
ker u est un sous-espace vectoriel de E

(Preuve a faire)

Proposition

u est tnjective si et seulement st Keru = { 0 }
(Preuve a faire)

Définition Une application est bijective st et seulement st elle est injective
et surjective.

Exercice
Montrez que si u est une application linéaire bijective alors u ! est une ap-
plication linéaire.
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1.3.3 Théoréme du rang

Proposition (Théoréme du rang)
Soit u : B — F une application linéaire alors :

dim (ker u) + Rang (u) = dim (E)

Ce théoréme est trés pratique par exemple pour calculer le rang : on
commence par calculer le noyau, et en utilisant la formule, on a :

Rang (u) = dim (F) — dim (ker u).
(Explications de la proposition...)

Proposition Soit u une application linéaire de E vers F. Soit fi,..., fr
une base de l'image de u, prenons la famille ey, ...,e. des antécédents de cette

base. On compléte cette famille en prenant ey41,...,¢€, une base du noyau de
u. Alors la famille eq, ..., e, est une base de E.

On voit qu’il suffit d’utiliser cette base pour démontrer 1’égalité du théo-
réme du rang.

1.4 Exercices

1) Montrer que l'image d’un sous espace vectoriel par u, une application
linéaire, est un sous espace vectoriel.

2) Montrer que l'antécédent d'un sous espace vectoriel par u, une appli-
cation linéaire, est un sous espace vectoriel.

3) Montrer que si G est une famille génératrice de E alors u (G) est une
famille génératrice de Imu.

4) Montrer que si u est injective et si G est un systéme libre de E alors
u (G) est tu systéme libre de F.

5) Montrer que si u est bijective et si B est une base de E alors u (B) est
une base de F.
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